5. Stredoevropska matematickd olympiada
Martin Pandk, MU Brno

Pata stfedoevropskd matematickd olympidda (Midle European Mathema-
tical Olympiad, zkrdcené MEMO) se uskute¢nila v terminu 1.9.-7.9.2011 ve
Varazdinu v Chorvatsku za ucasti Sedesati studentii z deseti zemi stiedoev-
ropského regionu, jmenovité z Ceska, Chorvatska, Litvy, Madarska, Némecka,
Polska, Rakouska, Slovenska, Slovinska a Svycarska. Soutéz je uréena pro stu-
denty stfednich skol, ktefi se v daném kalendainim roce neti¢astnili mezinarodni
matematické olympiddy (IMO). Vyjimku tvoii slovinsti Gi¢astnici, ktefi vzhle-
dem k relativné malému poctu obyvatel zemé nejsou limitovani predchozi ticasti
na IMO.

Ceské druzstvo tvofili Ondiej Bartos z Gymnézia Zd4ar nad Sazavou, Lubo-
mir Grund z Gymnazia Christiana Dopplera v Praze, Jan Kuchaiik z Gymna-
zia Jana Masaryka v Jihlavé, Dominik Steinhauser, z Gymndzia Jana Keplera
v Praze, Jan Stopka z Gymnézia Brno na t¥. Kpt. JaroSe, a Dominik Teiml z The
English Colleague v Praze. Vedoucim druzstva byl dr. Martin Pandk z P¥iro-
dovédecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné, jeho zastupcem pak dr. Pavel
Calabek z Prirodovédecké fakulty Palackého univerzity v Olomouci.

Meésto Varazdin je staré chorvatské mésto, které byvalo dokonce hlavnim
méstem Chorvatska. Jeho populace dnes ¢itd na 50 tisic obyvatel.

Prvni den olympiddy méli soutézici na programu zabavnou seznamovaci hru
spojenou s poznavanim pamatek mésta, zatimco vedouci vyprav vybirali pri-
klady pro soutéz z navrha zaslanych jednotlivymi uc¢astnickymi zemémi. Vecer
pak probéhlo v prostorach Fakulty informatiky, varazdinské c¢asti Univerzity
Zahteb, slavnostni zahéjeni soutéze.

Druhy den byla na pofadu soutéz jednotlivcti v prostorach jedné z Varazdin-
skych zakladnich skol. Kazdy z Gcastniku fesil po dobu péti hodin ¢tyti priklady.
Tretiho dne se uskutecnila tymova soutéz, ve které meélo kazdé narodni druz-
stvo k dispozici jednu mistnost, kde pak spole¢né fesilo po dobu péti hodin osm
uloh. Jiz v sobotu veder zapocala koordinace oprav tloh (tlohy jsou opraveny
jednak vedoucimi narodnich tymt a nezévisle i tymem opravovateld zajisténym
organizatory; pfi koordinaci se vysledky oprav porovnaji a pfipadné neshody se
vyfesi) a pokracovala i béhem nedéle. V pondéli dopoledne se jury domluvila na
rozdéleni medaili, které se fidi podobnymi pravidly jako na mezinarodni mate-
matické olympiadé. V atery byl program olympiaddy zakoncen exkurzi na znamy
chorvatsky hrad Trakoscéan a navstévou meéstecka Krapina, kde se nachéazi na-
lezisté osidleni neandertalskym clovékem. Vecerniho slavnostniho zakonceni se
zucastnila fada vyznamnych hosti, z nichZ jmenujme naméstkyni chorvatského
ministra Skolstvi Dijanu Vicanovou a rektora Univerzity Zahieb Aleksu Bjelise.

Vysledky ceského druzstva byly néasledujici: Ondfej Bartos a Dominik Stein-
hauser ziskali bronzové medaile, Lubomir Grund a Jan Stopka pak ziskali ¢estné
uznani za jeden bezchybné vyfeSeny priklad. V tymovém souctu bodi, které
ziskali jednotlivi Gcastnici daného tymu v individualni soutézi, jsme byli pati
nejlepsi. Vlastni tymova soutéz se vsak ¢eskému druzstvu prilis nevyvedla, kdyz



skoncilo osmé. Z vitézstvi se radoval polsky tym, ktery jako jediny ziskal maxi-
malni mozny pocet bodu. Plného bodového zisku dosahl i vitéz soutéze jednot-
lived, Wojciech Nadara, rovnéz z Polska.

Body za ulohy

Poradi Jméno Medaile
1 2 3 4

1. Wojciech Nadara POL 8 8 8 8 32 G

2. Attila Szabd HUN 8 8 7 8 31 G

27.—30. Ondfej Bartos 3 3 0 8 14 B
Dominik Steinhauser 6 6 2 0 14 B

32. - 33. Jan Kuchaiik 5 0 7 0 12

38. —40. Jan Stopka 1 0 8 0 9 H.M.

41. — 43. Dominik Grund 8 0 0 O 8 H.M.

44. — 46. Dominik Teiml 3 0 2 2 7

Detailni vysledky ceskych studentii véetné bodovych ziski za jednotlivé
ulohy lze vycist z predchozi tabulky, vysledky narodnich druzstev v tymové
soutézi pak z tabulky nasledujici.

Poradi Jméno Body za ulohu ¢islo

1 2 3 4 5 6 7 8 >
1. Polsko 8 8 8 8 8 8 8 8 64
2. Madarsko 8 0 8 3 8 8 8 8 51
3. Némecko 8 0 8 0 8 8 8 8 48
4. Chorvatsko 2 8 8 0 3 8 8 0 37
5. Slovensko 1 0 8 0 8 6 8 0 31
6. Litva 6 0 8 0 8 0 &8 0 30
7. Slovinsko 2 0 8 0 4 3 8 0 25
8. Cesko 2 1 4 0 0 5 8 3 23
9. Rakousko 1 0 6 0 5 2 8 0 22
10. Svycarsko 2 0 6 0 0 0 8 0 16

Mnohé dalsi informace o prubéhu této olympiady lze najit na webové strance
www.memo2011.hr. Na zavér prikladame zadani vSech tloh obou ¢asti olympi-

ady.



Soutéz jednotlivca

Priklad 1. Na tabuli je napsano ¢islo 44. Celé ¢islo a napsané na tabuli mii-
zeme nahradit ¢tyfmi riznymi celymi Cisly a1, as, as, a4, jejichz aritmeticky
prumér 1 (a1 + ag + a3 + a4) je roven ¢islu a. V jednom kroku soucasné nahra-

i
dime vSechna cisla na tabuli vySe popsanym zptisobem. Po 30 krocich dostaneme
na tabuli n = 43 celych ¢isel by, by, ..., b,. Dokazte, Ze

2 12 2
b +b5+...+0; > 2011

n

Priklad 2. Necht n > 3 je prirozené Cislo. Jenicek a Mafenka hraji nasledujici
hru: Nejdrive Jenicek ocisluje strany pravidelného n-thelniku ¢isly od 1 do n
(v libovolném poradi; kazdé ¢islo pouzije pravé jednou). Potom Mafenka zvoli
nékterych n — 3 neprotinajicich se tihlopricek rozdélujicich dany n-thelnik na
trojuhelniky. Vsechny tyto thlopricky se pak ocisluji ¢islem 1, a dovniti kazdého
z trojuhelnikii se napiSe soucin cisel na jeho stranach. Soucet téchto n—2 soucint
oznac¢me S. Jaka bude hodnota souctu S, jestlize snahou Jenicka je, aby byl
soucet co nejvétsi a Marenka se snazi, aby byl soucet co nejmensi, pficemz oba
délaji nejlepsi mozné volby?

Priiklad 3. V roviné se kruznice K1 a Ko, o stiedech po fadé I, a I, protinaji
ve dvou bodech A a B. Necht je tihel I1 Al tupy. Tecna ke K1 v bodé A protina
KCo jesté v bodé C' a te¢na ke Ko v bodé A protina K jesté v bodé D. Oznac¢me
K3 kruznici opsanou trojihelniku BCD. Necht E je stied toho oblouku CD
kruznice K3, ktery obsahuje bod B. Primky AC a AD protinaji K3 po fadé
jesté v bodech K a L. Dokazte, ze pfimky AFE a KL jsou vzajemné kolmé.

Piiklad 4.
Necht' k am (k > m) jsou kladn4 celé ¢isla takova, Ze ¢islo km(k? — m?) je
délitelné ¢islem k3 — m3. Dokazte, Ze (k — m)3 > 3km.

Tymova soutéz

Priklad 1. Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna z,y € R
plati

v f(@)+ 27 f(y) + vy = ayf(z +y) + 2° + 37,
kde R znac¢i mnozinu vSech realnych cisel.

Priklad 2.
Necht kladna redlné cisla a, b, ¢ vyhovuji vztahu

a b c

= 2.
1—|—a+1—|—b+1—|—c

Dokazte, ze pak

ﬁ+ﬁ+ﬁ>1

B +

Bl
Si-
Bl



Priklad 3. Pro pfirozené ¢islo n > 3 ozna¢me M mnozinu
{(z,y) |z,y€Z, 1<z <n,1<y<n}

bodii roviny. (Z znac¢i mnozinu vSech celych ¢isel.)
Urcete nejvétsi mozny pocet prvku podmnoziny S C M, ve které zadné tri
riizné body netvori vrcholy pravoihlého trojihelniku.

Priklad 4.

Necht'n > 3 je prirozené ¢islo. Na soutéz podobnou MEMO pfijelo 3n ticast-
niki, ktefi hovori n riznymi jazyky, pritom kazdy ucastnik mluvi pravé tremi
riznymi jazyky.

2n
Dokazte, ze z nich Ize vybrat asporl [9—‘ jazyku tak, ze zadny tcastnik

nehovori vice nez dvéma z nich.
([z] je nejmensi celé ¢islo, které je vétsi nebo rovno x.)

Priklad 5.

Konvexni pétitthelnik ABC DE ma shodné strany. Uhlopiicky AD a EC' se
protinaji v bodé S, pritom |LASE| = 60°. Dokazte, Ze pétithelnik ABCDE
ma dvé rovnobézné strany.

Priklad 6.

Necht ABC' je ostrouhly trojihelnik. Oznac¢me By a Cy paty vysek po fadé
z vrcholti B and C'. Necht pro vnitini bod X trojihelniku ABC je pfimka BX
te¢nou kruznice opsané trojithelniku AXCy a piimka C'X je tec¢nou kruznice
opsané trojuhelniku AX By. Ukazte, ze piimky AX a BC jsou vzajemné kolmé.

Priklad 7. Necht pro neprazdné navzdjem disjunktni mnoziny A a B plati
AUB ={1,2,3,...,10}. Ukazte, Ze existuji ¢isla a € A a b € B tak, Ze ¢islo
a® 4 ab?® + b? je délitelné 11.

Priklad 8. Kladné celé ¢islo n nazveme Uzasné, pravé kdyz existuji kladna cela
¢isla a, b, ¢ pro ktera

n = (b,c)(a,bc) + (c,a)(b, ca) + (a,b)(c, ab).

Dokazte, ze existuje 2011 po sobé jdoucich tizasnych cisel.
(Ptitom (m,n) znadi nejvétsi spolecny délitel piirozenych ¢isel m an.)



